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Bayes’ Theorem and its Applicability for Paternity Evaluation

Summary. Applying Bayes’ theorem a method for the calculation of the plausibility of
paternity is proposed. The estimate of g as realization of the events DV-—the occurrence of
dublets mother-child with true fathers—and DV—the occurrence of dublets mother-child
with falsely alleged men—serves as means to prove the correctness of the application.
Experts in blood group serology are invited to estimate ¢ in their case material to find out
if Bayes’ theorem can be applied to paternity calculations.

Zusammenfassung. Das Bayessche Theorem wird zur Berechnung der Vaterschafts-
plausibilitit angewendet und gleichzeitig die Richtigkeit der Anwendung durch Schitzung
des Verhiltnisses /g in einem gegebenen Material iiberpriift. Durch das angegebene Verfah-
ren erhilt die Schitzung von ¢ eine breite Grundlage, da es nicht nur aus dem Verhiltnis
der Ausschliisse zur mittleren AusschluBwahrscheinlichkeit, sondern aus simtlichen Terzett-
typen ermittelt wird. Dem Blutgruppengutachter wird empfohlen, ¢ in seinem Material zu
schétzen und festzustellen, ob eine Berechnung der Vaterschaftsplausibilitdt in seinem Mate-
rial nach dem Bayesschen Theorem moglich ist.
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1. Einfiihrang

Nach Anderung des Nichtehelichenrechts zum 1.7.70 lautet der Auftrag
des Gesetzgebers, den biologischen Vater des Kindes festzustellen (§ 16000, I,
BGB). Da es einen positiven serologischen Vaterschaftstest nicht gibt und auch
nicht geben wird, kénnen Hinweise auf die Vaterschaft nur iiber die biostati-
stische Auswertung der serologisch ermittelten Blut-, Serum- und Enzymgrup-
penbefunde gewonnen werden, will man fir die Mehrzahl der Fille von erb-
biologischen Erhebungen absehen. Wie die Einsetzung einer eigenen Kommission
fiir diese Problematik beim Bundesgesundheitsamt zeigt, ist die Diskussion {iber
die Methode der Wahl noch in vollem Flusse. Eine Entscheidung iiber das
anzuwendende mathematische Verfahren ist noch nicht getroffen. Dieser Fest-
stellung steht nicht entgegen, daB einige Verfahren heute schon praktisch
angewendet werden (s. z.B. Essen-Moller [1], Hummel [4], Fiedler et al. [2]).
Die vorliegende Arbeit hat zum Ziel, das Bayessche Theorem nicht nur exakt
zur Berechnung der Vaterschafts-Plausibilitdt anzuwenden, sondern gleichzeitig
eine Moglichkeit mitzuteilen, die Richtigkeit der Anwendung zu iberpriifen.
Hierzu bot sich die Schitzung des tatsichlichen Verhdltnisses zwischen nicht
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dublettengebundenen (,,falschlich bezichtigten) Minnern zu den zu Dubletten
gehorenden Mannern (,,wahren Vitern*) in einem gegebenen Material an, das
erstmals von Schiff [6] aus dem Verhaltnis der tatsichlichen zu den theoretisch
moglichen Ausschliissen ermittelt wurde. Ludwig [5] interpretierte dieses Ver-
héltnis @ oder @ als sog. sozialbiologische Konstante, die jedoch von der Art
des anhdngigen Rechtsstreites abhingig ist. In jingerer Zeit haben Schulte-
Mbnting und Hummel [7] eine Schitzung von € iber die AusschluBwahrschein-
lichkeit vorgenommen.

Die Anwendung theoretischer Uberlegungen erscheint uns erst dann gerecht-
fertigt, wenn sie durch die Wirklichkeit bestéitigt wird.

2. Das Bayessche Theorem (s. z. B. Fisz [3])
Das Bayessche Theorem lautet:

P(4,) P(B|4,) )
P(4;) P(B|4y)+ P(4,) P(B]4,)’

A; (i =1, 2) bzw. B sind zufillige Ereignisse; P(4;) ist die Wahrscheinlichkeit
(a-priori-Wahrscheinlichkeit) von 4;; P(4,|B) ist die Wahrscheinlichkeit von
A, unter der Bedingung, dafl das Ereignis B eingetroffen ist.

Die Formel besagt also, dafi sich die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A,
unter der Bedingung B [P(4;|B)] ausdriicken 18t durch die Wahrscheinlich-
keiten der Ereignisse 4, sowie 4, [P(4,;), P(4,)] und die bedingten Wahrschein-
lichkeiten P(B|4;) sowie P(B|4,). Die Voraussetzungen fir die Giltigkeit
dieses Satzes sind:

a) Die zufilligen Ereignisse 4, und A4, miissen sich gegenseitig ausschlieBen,

b) die Summe der Wahrscheinlichkeiten von 4, und 4, mul} gleich 1 sein:

P(4,) + P(A,) =1 (Satz iiber die totale Wahrscheinlichkeit).

P(A1|B)=

3. Konstruktion zweier sich ausschlieBender bedingter Ereignisse
bei der Berechnung der Vaterschaftsplausibilitit

Die Haufigkeit eines mannlichen Merkmalstragers § ist bekannt. Sie wird
aufgefalit als die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das zufillige Ereignis § eintritt
(dann P(8)). Man weif, da Mutter und Kind zusammengehdren, also mit
anderen Worten ein Dublett D vorliegt. Der ménnliche Merkmalstriger S kann
mit dem Dublett ein echtes Terzett bilden (mithin Vater sein) oder nicht. Das
heiBt, das Ereignis § 146t sich als Summe zweier sich ausschlieBender Ereignisse
schreiben:

8=8DV+SDV (2)

nédmlich des Ereignisses SDV — daf3 der mannliche Merkmalstrager § vorliegt
und daf das Dublett vorliegt und daBl der ménnliche Merkmalstriger Vater V
des betrachteten Kindes ist — und des Ereignisses SDV, daB zwar der ménn-
liche Merkmalstriger S, aber nickt das Ereignis D und V (DV) vorliegt.

Man kann dies wie folgt veranschaulichen (Abb. 1):

Gegeben sei ein Gesamtkollektiv K. Darin sind ménnliche Merkmalstrager
des Typs S zu finden (symbolisiert mit einem schwarzen Stern auf weilem
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Abb. 1. Darstellung der Konstruktion der beiden Teilkollektive Kpy und Kpy aus dem
Gesamtkollektiv K

Grund). Sie sind im Gesamtkollektiv K mit einer Héiufigkeit P(S)=6/35 ent-
halten. Die Elemente dieses Gesamtkollektivs K wollen wir nun nach folgendem
Gesichtspunkt ordnen: In ein Teilkollektiv (Kpy) werden alle mit D bezeichne-
ten Dublette (symbolisiert durch einen schwarzen Punkt sowie einen weiBlen
Stern auf schwarzem Grund) mit den dazugehérigen Vitern sortiert; alle ande-
ren Elemente werden im Teilkollektiv K5y zusammengefaBt. Man sieht sofort,
daB jetzt in jedem der beiden Teilkollektive der ménnliche Merkmalstrager S
mit einer anderen Héufigkeit vorkommt. Waihrend nédmlich im Gesamtkollektiv
die Haufigkeit 6/35 war, ist sie jetzt:

in ‘KDV: 3/10 20,3,
in Kpp: 3/25=0,12.

Das niitzliche Resultat unserer ganzen Operation ist, daB das Gesamtkollektiv
K so geschickt in zwei sich ausschlieBende Teilkollektive K ;) und K 5y aufgeteilt
wurde, dafl nur in einem Teilkollektiv —— nédmlich Kj;, — alle Dubletten des
Typs D mit ihren Vitern sind. Anders ausgedriickt bedeutet das: Wird ein
Merkmalstriger des Typs 8§ aus dem Teilkollektiv K, vorgestellt, dann wissen
wir sofort, daf} es sich nur um einen Vater handeln kann, der zu einem Dublett
D gehort.

Bevor wir Uberlegungen tiber die Wahrscheinlichkeit einer solchen Vorstel-
lung anstellen, wollen wir kurz die eben an einem Beispiel vorgenommene Sor-
tierung allgemein durchfiihren:

Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses S ist:
P(8)=P(SDV)+ P(SDV). (8)
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Dieser Ausdruck (3) laBt sich mit Hilfe der bedingten Wahrscheinlichkeiten auf
die folgende Form bringen:

P(8)=P(DV) P(S|DV)+P(DV) P(S|DV), 4)
mit
P(DV)+P(DV)=1. (5)
P(S|DV) und P(8| DV) stellen die beiden sich ausschlieBenden bedingten
Ereignisse dar, die fiir die Anwendung des Bayesschen Theorems erforderlich
sind. Da sich die GroSen P(DV) und P(S|DV) an Hand eines einfachen Erb-
schemas bestimmen lassen, sind wegen der Bedingung (5) auBer P(S ]1—)—17 ) alle
GroBen des Ausdruckes (4) bekannt; die bedingte Wahrscheinlichkeit P (S|D7)
kann somit errechnet werden:
P(8)— P(DV)P(8|DV) 6

P(8|DV)=

4, Realisation der Ereignisse DV und DV in einem gegebenen Material

Angenommen (s. wieder Abb. 1), man wiirde in zufilliger Weise abwechselnd
aus jedem der beiden Teilkollektive Ménner vorstellen, so witrde der benannte
ménnliche Merkmalstriger vom Typ 8 mit einer Hiufigkeit von:

H(8)=05:03+40,5-0,12=0,21
vorgestellt.
Umgekehrt kann aber auch gesagt werden: Wenn der ménnliche Merkmals-
triger S mit der Haufigkeit von

H(8)=0,21

vorgestellt wurde, dann wurden abwechselnd (d.h. je zu gleichen Teilen) Ménner
aus dem einen wie aus dem anderen Teilkollektiv vorgestellt. Das ist eine Mog-
lichkeit, die Teilkollektive zu berticksichtigen. Es konnte bei einer Vorstellung
aber auch der ménnliche Merkmalstrager § mit einer Haufigkeit von

H(8)=0,228

auftreten. Dann kénnen wir sofort schlieBen, daBl das Teilkollektiv K zu 60%
und das Teilkollektiv K7y nur zu 40% beriicksichtigt wurde, denn es ist in die-
sem Fall

H(8)=0,6-0,3+04-0,12=0,228.

Welche Erkenntnis haben wir aus diesem Gedankenexperiment gewonnen %
Diese Frage kann leicht beantwortet werden: Wenn wir wissen, mit welchen
Hiufigkeiten [P(S|DV), P(S|DV)] sich Merkmalstriger vom Typ 8 in zwei
sich ausschlieBenden Teilkollektiven befinden und wenn diese mit einer
gewissen Hiufigkeit H (S) vorgestellt werden, dann kénnen wir in eindeu-
tiger Weise bestimmen, zu welchen Anteilen die beiden Teilkollektive beriick-
sichtigt worden sind.

Natiirlich nutzen wir diese Erkenntnis u. a. sofort dazu aus, um in einem
Test festzustellen, in welchem Verhaltnis Merkmalstrager vom Typ S bei Vater-
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schaftsbegutachtungen aus dem Teilkollektiv K, bzw. aus dem Teilkollektiv
Kz vorgestellt wurden. Doch wollen wir zuvor die bisherigen Gedanken, die
sich an einem speziellen Beispiel orientiert haben, allgemeiner formulieren. Dann
hort sich die gewonnene Erkenntnis folgendermafBien an:

Das Ereignis § kann sich entweder im Teilkollektiv K, mit dem Gewicht ¢
oder im Teilkollektiv K7y mit dem Gewicht § realisieren. Es mufl notwendiger-
weise

g+g=1
sein.

Die gemessene Haufigkeit H(S) des ménnlichen Merkmalstrigers § setzt
sich dann wie folgt zusammen:

H(S)=gq"- P(S|DV)+(1—q) P(S|DV). (7)
Da P(S|DV) und P(S|DV) bekannt sind und sich H(S) durch Messung gewin-
nen 1aBt, wird ¢ abschitzbar:

_ H(®)-P©S|DY) o
1= "P@[DV)— PS[DV) - ®

Der Nenner von (8) driickt unmittelbar die Empfindlichkeit W; der Abschét-
Zung von ¢ aus:

W,=P(8|DV)— P(8| D7). (9)

5. Schitzung von q in einem Gutachtenmaterial fiir ein System

Da das in (8) beschriebene Verhaltnis je nach Gerichtssache verschieden ist,
haben wir 2829 Fille von Unterhaltsklagen mit einem benannten Mann aus-
gewertet. Es handelt sich ausschlieBlich um Material unseres Institutes. Zur
Schétzung von ¢ wird zundchst das MN-System gewihlt, weil es wegen seiner
zwei co-dominanten Allele am einfachsten zu bearbeiten ist. In Spalte 1 der
Tabelle sind alle Mutter-Kind-vertriglichen Terzettypen eingetragen. Die sich
ausschlieBenden bedingten Wahrscheinlichkeiten P(S|DV) und P (8| DV) sind
mit der jeweiligen Dubletthdufigkeit multipliziert. Die Ergebnisse stehen in den
Spalten 2 und 3. Sie wurden aus den folgenden echten, gemessenen Haufigkei-
ten ermittelt:

Ménner Frauen!

H(M) 0,3046 H(M) 0,3026
H(MN) 0,4832 H(MN) 0,5055
H(N) 0,2124 H(N) 0,1919

Das Dublett MN—MN wird auBer Betracht gelassen, weil die beiden sich
ausschlieBenden bedingten Wahrscheinlichkeiten P (S| DV) und P (S|DV) unter-
einander gleich sind und somit fur diesen Fall wegen W; =0 (s. Formel 9) keine
Abschitzung von ¢ moglich ist.

1 Es kann hier nicht gepriift werden, worauf diese Unterschiede beruhen. Sie werden
lediglich zur Berechnung der notwendigen GroBen akzeptiert.
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Abb. 2. Prozentuale Héufigkeitsverteilung von ¢
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Tabelle. Schitzung von q in einem Material von 2829 Fillen von Unterhaltsklagen mit einem

benannten Mann am Beispiel des M N-Systems

Spalte 1 Spalte 2 Spalte 3 Spalte 4  Spalte 5 Spalte 6
Terzett-Typ P(D) P(S|DV) P(D) P(S|DV) Messung g, W;
T % % %

~ n ™ (%) (%)

MM MM MM 9,27 4,14 7,36 0,628 5,13
MM MM MN 7,31 8,00 7,56 0,638 0,69
MM MM NN 0 4,15 1,51 0,713 4,15
MM MN MM 7,69 3,69 6,40 0,677 4
MM MN MN 6,11 6,85 6,32 0,716 0,73
MM MN NN 0 3,45 1,24 0,641 3,45
MN MM MM 0 4,93 2,08 0,578 4,93
MN MM MN 7,31 6,63 7,1 0,691 0,68
MN MM NN 6,43 2,39 4,74 0,582 4,04
MN MN MM

MN MN MN g nicht abschitzbar wegen P(S|DV)= P(S|DV)

MN MN NN

MN NN MM 5,85 2,77 4,8 0,659 3,08
MN NN MN 4,63 4,86 4,7 0,695 0,23
MN NN NN 0 2,39 0,85 0,644 2,39
NN MN MM 0 4,12 1,49 0,638 4,12
NN MN MN 6,11 5,71 5,79 0,5 0,4
NN MN NN 5,37 2,15 4,54 0,742 3,22
NN NN MM 0 3,03 0,99 0,673 3,03
NN NN MN 4,63 4,35 4,5 0,536 0,28
NN NN NN 4,08 1,71 3,22 0,637 2,37

In Spalte 4 sind die prozentualen Terzetthiufigkeiten aufgefihrt. Daraus

errechnet sich g (Spalte 5) nach der in (8) angegebenen Formel. Die durch (9)
beschriebene Empfindlichkeit W; befindet sich in Spalte 6.

Wichtet man nach der Empfindlichkeit W;, so ergibt sich fiir ¢ die in Abb. 2

dargestellte Haufigkeitsverteilung. Aus ihr ist der Mittelwert von g¢:
0y =0,648

zu entnehmen. Die Standardabweichung betrigt

o=0,012.
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6. Diskussion

Wihrend Hummel [4] eine g§/g-Schitzung allein iiber das Verhaltnis der in
einem Material festgestellten Haufigkeit ausgeschlossener Ménner zur mittleren
AusschluBwahrscheinlichkeit vornimmt, bietet der hier mitgeteilte Ansatz die
Moglichkeit zur Schitzung von /g fur sdmiliche Terzettypen in allen untersuch-
ten Systemen, aber auch deren Kombinationen. Somit gewinnt man eine viel
breitere Grundlage fiir die wiinschenswerte [4] Priifung des Verhiltnisses g/g,
die den Anteil der AusschluBkonstellationen mit einbezieht. Dariiber hinaus gibt
die Streuung von ¢ Aufschlul iiber die Anwendbarkeit der oben theoretisch
ausgearbeiteten Methode auf ein Gutachtenmaterial. Damit kann jetzt jeder
Gutachter die Realisation der Ereignisse DV und DV in seinem gegebenen
Material testen und damit feststellen, ob eine Berechnung der Vaterschafts-
plausibilitit nach dem Bayesschen Theorem in seinem Material iiberhaupt mog-
lich ist, wobei zu iiberlegen wire, welche Grenzen fiir die Streuung von ¢ zu-
gelassen werden kénnten.
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