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Bayed  Theorem and its Applicabili ty for Pa te rn i ty  Evaluat ion  

Summary. Applying Bayes' theorem a method for the calculation of the plausibility of 
paternity is proposed. The estimate of q as realization of the events DV--the occurrence of 
dublets mother-child with true fathers--and D-P~the occurrence of dublets mother-child 
with falsely alleged men--serves as means to prove the correctness of the application. 
Experts in blood group serology are invited to estimate q in their case material to find out 
if Bayes' theorem can be applied to paternity calculations. 

Zusammen]assung. Das Bayessehe Theorem wird zur Berechnung der Vatersehafts- 
plausibilit~t angewendet und gleichzeitig die Riehtigkeit der Anwendung (lurch Sch/itzung 
des Verh/iltnisses ~/q in einem gegebenen Material fiberpriift. Durch alas angegebene Verfah- 
ren erh~lt die Seh~tzung von q eine breite Grundlage, da es nicht nur aus dem Verh/~ltnis 
der Ausschlfisse zur mittleren AussehluSwahrscheinliehkeit, sondern aus s~imtlichen Terzett- 
typen ermittelt wird. Dem Blutgruppengutachter wird empfohlen, q in seinem Material zu 
sch~tzen und festzustellen, ob eine Berechnung der Vatersehaftsplausibilit/it in s~inem Mate- 
rial naeh dem Bayesschen Theorem mSglich ist. 
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1. Einftihrung 

Naeh 2[nderung des Niehteheliehenrechts zum 1 . 7 . 7 0  lautet  der Auf t rag  
des Gesetzgebers, den biologisehen Vater  des Kindes festzustellen (§ 1600o, I, 
BGB). Da es einen positiven serologisehen Vaterschafts test  nieht  gibt  und  aueh 
nieht  geben wird, k6nnen Hinweise auf die Vaterschaft  nu t  fiber die biostati- 
stisehe Auswertung der serologisch ermittel ten Blur-, Serum- und Enzymgrup-  
penbefunde gewonnen werden, will man  ffir die Mehrzahl der F/~lle yon  erb- 
biologisehen Erhebungen absehen. Wie die Einsetzung einer eigenen Kommission 
ffir diese Problemat ik  beim Bundesgesundhei tsamt zeigt, ist die Diskussion fiber 
die Methode der Wahl  noch in vollem Flusse. Eine Entscheidung fiber das 
anzuwendende mathemat isehe  Verfahren ist noch nicht  getroffen. Dieser Fest- 
stellung steht  nieht  entgegen, dal] einige Veffahren heute sehon praktiseh 
angewendet  werden (s. z.B. Essen-MSller [1], Hummel  [4], Fiedler et al. [2]). 
Die vorliegende Arbeit  ha t  zum Ziel, das Bayessche Theorem nicht  nur  exakt  
zur Bereehnung der Vatersehafts-Plausibili t~t anzuwenden,  sondern gleiehzeitig 
eine M6glichkeit mitzuteilen, die Richtigkeit  der Anwendung zu fiberprfifen. 
Hierzu hot  sieh die Schi~tzung des tats/~ehliehen Verhi~ltnisses zwisehen nieht  
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dublettengebundenen (,,fMschlieh bezichtigten") M~nnern zu den zu Dubletten 
gehSrenden M~nnern (,,wahren V~tern") in einem gegebenen Material an, das 
erstmals yon Schiff [6] aus dem Verhi~ltnis der tats~chlichen zu den theoretisch 
mSgliehen Ausschlfissen ermittelt wurde. Ludwig [5] interpretierte dieses Ver- 
h~ltnis ~ oder Q als sog. sozialbiologisehe Konstante, die jedoeh yon der Art 
des anh~ngigen Reehtsstreites abhi~ngig ist. In  jfingerer Zeit haben Schulte- 
MSnting und Hummel [7] eine Sch~tzung yon Q fiber die AussehluBwahrschein- 
liehkeit vorgenommen. 

Die Anwendung theoretischer ~berlegungen erseheint uns erst dann gereeht- 
fertigt, wenn sie dutch die Wirklichkeit best~tigt wird. 

2. Das Bayessehe Theorem (s. z.B. Fisz [3]) 

Das Bayessehe Theorem lautet:  

P(A1) P(BIA1) 
P(A~[ B) = P(AI) P(BIA1) q-- P(A2) P(BIA2)" (l) 

A i (i = 1, 2) bzw. B sind zufi~llige Ereignisse; P (Ai) ist die Wahrseheinliehkeit 
(a-priori-Wahrscheinlichkeit) yon Ai; P(A11 B) ist die Wahrscheinlichkeit yon 
A 1 unter der Bedingung, dab das Ereignis B eingetroffen ist. 

Die Formel besagt also, dab sieh die Wahrseheinlichkeit des Ereignisses A a 
unter der Bedingung B [P(Al lB)]  ausdrficken l/~gt dutch die Wahrscheinlich- 
keiten der Ereignisse A 1 some A 2 [P (A1) , P (As) ] und die bedingtenWahrsehein- 
lichkeiten P(B]A1) some P(BIA2). Die Voraussetzungen ffir die Gfiltigkeit 
dieses Satzes sind: 

a) Die zuf/flligen Ereignisse A 1 und A S mfissen sich gegenseitig ausschlieBen, 
b) die Summe der Wahrseheinlichkeiten yon A 1 und A2 mug gleieh 1 sein: 

P (A1) -F P (As) = 1 (Satz fiber die totale Wahrseheinlichkeit). 

3. Konstruktion zweier sieh ausschlieBender bedingter Ereignisse 
bei der Bereehnung der Vaterseha~tsplausibilit~t 

Die H~ufigkeit eines m~nnliehen Merkmalstr~gers S ist bekannt. Sie Mrd 
aufgefM~t Ms die Wahrscheinlichkeit daffir, dab das zuf~llige Ereignis S eintritt 
(dann P(S)). Man weiB, dab Mutter und Kind zusammengeh6ren, also mit 
anderen Worten ein Dublett  D vorliegt. Der m~nnliche Merkmalstr~ger S kann 
mit dem Dublett  ein eehtes Terzett  bflden (mithin Vater sein) oder nieht. Das 
heigt, das Ereignis S li~gt sieh als Summe zweier sieh aussehliegender Ereignisse 
sehreiben: 

8 =SDV-~SDV (2) 

ni~mlich des Ereignisses SDV - -  dab der m~nnliche Merkmalstr~ger S vorliegt 
und dab das Dublett  vorliegt und dab der m£nnliche Merkmalstr~ger Vater V 
des betrachteten Kindes ist - -  und des Ereignisses SDV, dab zwar der m~nn- 
liche Merkmalstri~ger S, aber nicht das Ereignis D und V (DV) vorliegt. 

Man kann dies Me fo]gt veransehaulichen (Abb. 1): 
Gegeben sei ein Gesamtkollektiv K. Darin sind m~nnliche Merkmalstr£ger 

des Typs S zu finden (symbolisiert mit einem schwarzen Stern auf weigem 
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Abb. 1. Darstellung der Konstruktion der beiden Teilkollektive KDV und KD-V aus dem 
Gesamtkollektiv K 

Grund). Sie sind im GesamCkollektiv K mit einer H~ufigkeit P(S)= 6/35 en~- 
halten. Die Elemente dieses Gesamtkollektivs K wollen wir nun nach folgendem 
Gesichtspunkt ordnen: In ein Teflkollektiv (KDv) werden alle mit D bezeiehne- 
ten Dublette (symbolisiert durch einen sehwarzen Punkt  sowie einen weil3en 
Stern auf sehwarzem Grund) mit den dazugehSrigen V~tern sortiert; alle ande- 
ren Elemente werden im Teilkollektiv KD--~ zusammengefal]t. Man sieht soforb, 
dab jetzt  in jedem der beiden Teflkollektive der m~nrdiche Merkmalstriiger S 
mit einer anderen H~ufigkeit vorkommt. W~hrend n~mlieh im Gesamtkollektiv 
die H~ufigkeit 6/35 war, ist sie jetzt:  

in Kl>v: 3/10 =0 ,3 ,  
in KDy: 3/25 =0 ,12 .  

Das niitzliehe Resultat unserer ganzen Operation ist, dag das Gesamtkollektiv 
K so gesehickt in zwei sieh aussehlieBende Teilkollektive KDv und K~-~ aufgeteflt 
wurde, da~ nur in einem Teilkollektiv - -  n~mlieh KDv - -  alle Dubletten des 
Typs D mit ihren Vi~tern shad. Anders ausgedriickt bedeutet das: Wird ein 
Merkmalstr~ger des Typs S aus dem Teflkollektiv K.DV vorgestellt, dann wissen 
wir sofort, dal~ es sieh nur um einen Vater handeln kann, der zu einem Dublett 
D gehSrt. 

Bevor wir ~ e r l e g u n g e n  fiber die Wahrscheinlichkeit einer solehen Vorstel- 
lung anstellen, wollen wir kurz die eben an einem Beispiel vorgenommene Sor- 
tierung allgemein durehffihren: 

Die Wahrseheinliehkeit des Ereignisses S ist: 

P(S) = P(SDV) + P(SDV). (3) 
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Dieser Ausdruek (3) last  sich mit Hilfe der bedingten Wahrscheinlichkeiten auf 
die folgende Form bringen: 

P(S) =P(DV) P(SIDV ) + P(DV) P(S[D-V), (4) 

mit 

P(DV) + P(DV) = 1 .  (5) 

P (SI D V) und P (S] D V) stellen die beiden sich ausschlieBenden bedingten 
Ereignisse dar, die ffir die Anwendung des Bayessehen Theorems efforderlieh 
sind. Da sieh die GrSl~en P(DV) und P(SIDV ) an Hand eines einfachen Erb- 
schemas bestimmen lassen, sind wegen der Bedingung (5) aul~er P(S]D--V) alle 
Gr61~en des Ausdruckes (4) bekannt;  die bedingte Wahrseheinlichkeit P (SIDV) 
kann somit errechnet werden: 

p(sl~--~) _~_ P(S)--P(DV)P(S[DV) 
P(D-F) (6) 

4. Realisation der Ereignisse DV und DV in einem gegebenen Material 

Angenommen (s. wieder Abb. 1), man wfirde in zufalliger Weise abwechselnd 
aus jedem der beiden Teilkollektive Manner vorstellen, so wiirde der benannte 
mannliche Merkmalstrager vom Typ S mit einer Haufigkeit yon:  

H(S) = 0 , 5  • 0,3 +0 ,5  • 0,12 ----0,21 

vorgestellt. 
Umgekehrt kann aber aueh gesagt werden: Wenn der mannliche Merkmals- 

trager S mit der I{aufigkeit von 

H(S)  =0,21 

vorgestellt wurde, dann wurden abwechselnd (d.h. je zu gleichen Teilen) Manner 
aus dem einen wie aus dem anderen TeilkoUektiv vorgestellt. Das ist eine M6g- 
liehkeit, die Teilkollektive zu berficksichtigen. Es k6nnte bei einer Vorstellung 
aber auch der mannliche Merkmalstrgger S mit einer I{aufigkeit yon 

H (S) ----0,228 

auftreten. Dann kSnnen wir sofort sehliel3en, dai~ das Teflkollektiv KDv zu 60% 
und das Teilkollektiv K~-V nut  zu 40 % berficksichtigt wurde, denn es ist in die- 
sere Fall 

H(S) = 0 , 6 . 0 , 3  + 0 , 4 . 0 , 1 2  ----0,228. 

Welehe Erkenntnis haben wir aus diesem Gedankenexperiment gewonnen ? 
Diese Frage kann leicht beantwortet  werden: Wenn wit wissen, mit welehen 
Haufigkeiten [P(SID-V), P(S1DV)] sieh Merkmalstrager vom Typ S in zwei 
sich aussehlieBenden Teilkollektiven befinden und wenn diese mit einer 
gewissen I{aufigkeit H(S) vorgestellt werden, dann kSnnen wir in eindeu- 
tiger Weise bestimmen, zu welchen Anteilen die beiden Teilkollektive berfick- 
siehtigt worden sind. 

Natiirlich nutzen wir diese Erkenntnis u .a .  sofort dazu aus, um in einem 
Test festzustellen, in welchem Verhaltnis Merkmalstrgger vom Typ S bei Vater- 
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sehaftsbegutachtungen aus dem Teilkollektiv K1)v bzw. aus dem Teilkollektiv 
Kb-V vorgestellt wurden. Doch wollen wir zuvor die bisherigen Gedanken, die 
sieh an einem speziellen Beispiel orientiert haben, allgemeiner formulieren. Dann 
h6rt  sieh die gewonnene Erkenntnis folgendermagen an: 

Das Ereignis S kann sieh entweder im Teilkollektiv KDv mit dem Gewieht q 
oder im Teilkollektiv Kb-V mit dem Gewieht ~ realisieren. Es muB notwendiger- 
weise 

q + ~ = l  

sein. 

Die gemessene H~ufigkeit H(S) des miinnliehen Merkmalstr/~gers S setzt 
sieh dann wie folgt zusammen: 

H(S) =q. P(S[DV)+(1--q) P(SID-V ). (7) 

Da P (S I D-V) und P (S 1D V) bekannt sind und sich H (S) durch Messtmg gewin- 
nen 1/igt, wird q absch/itzbar: 

H (S)  - P(S[ D--r) 
q= P(S[DV)-- P(S[/TV) " (8) 

Der Nenner yon (8) driiekt unmittelbar die Empfindlichkeit W i der Absch/~t- 
zung yon q aus: 

W~ = P (S[ D V) -- P (S l D-V). (9) 

5. Seh~itzung yon q in einem Gutaehtenmaterial fiir ein System 

Da das in (8) besehriebene Verh/~ltnis je nach Gerichtssaehe verschieden ist, 
haben wir 2829 Fiille yon Unterhaltsklagen mit einem benannten Mann aus- 
gewertet. Es handelt sich aussehliefllich um Material unseres Institutes. Zur 
Sch~tzung yon q wird zuniiehst das MN-System gew/~hlt, weft es wegen seiner 
zwei eo-dominanten Allele am einfachsten zu bearbeiten ist. In  Spalte 1 der 
Tabelle sind alle Mutter-Kind-vertr~gliehen Terzettypen eingetragen. Die sich 
aussehlieBenden bedingten Wahrseheinliehkeiten P (S I D V) mid P (S I D--V) sind 
mit der jewefligen Dubletthiiufigkeit multipliziert. Die Ergebnisse stehen in den 
Spalten 2 und 3. Sie wurden aus den ~olgenden echten, gemessenen I-I/~ufigkei- 
ten ermittelt:  

1VI~nner Frauen 1 

H(M) 0,3046 H(M) 0,3026 
H(lYLN) 0,4832 H(M_N) 0,5055 
H(N) 0,2124 H(N) 0,1919 

Das Dublett  M_N--MN wird auBer Betraeht gelassen, weft die beiden sieh 
aussehlieBenden bedingten Wahrscheinliehkeiten P (S] D V) und P (S]D--V) unter- 
einander gleieh shad und somit f/ir diesen Fall wegen W~ ~ 0  (s. Formel 9) keine 
Abseh/~tzung yon q m6glieh ist. 

1 Es karm bier nieht gepriift werden, worauf diese Unterschiede beruhen. Sie werden 
lediglieh zur Bereehnung der notwendigen GrSl]en akzeptiert. 
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Abb. 2. Prozentuale Hgufigkeitsverteilung yon q 

Tabelle. ScMitzung yon q in einem Material von 2829 Fdllen yon Unterhaltsklagen mit einem 
benannten Mann am Beispiel des MN-Systems 

Spalte 1 SpMte 2 Spalte 3 Spalte 4 Spalte 5 Spatte 6 

Terzett-Typ P(D) P(SIDV ) P(D) P(S]D--F) Messung ql Wi 
(%) (%) (%) 

K M P V  

MM MM MM 
M_M: MM MN 
MM MM NN 

MM MN MM 
MM M_N MiN 
MM MN :NN 

MM MM MM 
MN MM MN 
MN MYI NN 

MN MN MM ) 

/ M.N MN M_N 
MN M_N ~N 

M_N NhT MM 
MN NN MN 
MN NN NN 

NN MN MM 
NN M.N MN 
NN MN NN 

NN NN MM 
NN NN MN 
NN NN I~N 

9,27 4,14 7,36 0,628 5,13 
7,31 8,00 7,56 0,638 0,69 
0 4,15 1,51 0,713 4,15 

7,69 3,69 6,40 0,677 4 
6,11 6,85 6,32 0,716 0,73 
0 3,45 1,24 0,641 3,45 

0 4,93 2,08 0,578 4,93 
7,31 6,63 7,1 0,691 0,68 
6,43 2,39 4,74 0,582 4,04 

q nicht absch~itzbar wegen P(SIDV ) = P(SID--F) 

5,85 2,77 4,8 0,659 3,08 
4,63 4,86 4,7 0,695 0,23 
0 2,39 0,85 0,644 2,39 

0 4,12 1,49 0,638 4,12 
6,11 5,71 5,79 0,5 0,4 
5,37 2,15 4,54 0,742 3,22 

0 3,03 0,99 0,673 3,03 
4,63 4,35 4,5 0,536 0,28 
4,08 1,71 3,22 0,637 2,37 

In  Spalte 4 sind die prozentualen Terzetth~ufigkeiten aufgeffihrt. Daraus 
errechnet sich q (Spalte 5) nach der in (8) angegebenen Formel. Die durch (9) 
beschriebene Empfindlichkeit W~ befindet sich in SpaRe 6. 

Wichtet man nach der Empfindlichkeit W~, so ergibt sich fiir q die in Abb. 2 
dargestellte H~ufigkeitsverteilung. Aus ihr ist der Mittelwert yon q: 

q ~  -----0,648 

zu entnehmen. Die Standardabweichung betr~gt 

a = 0,012. 
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6. Diskussion 

W/~hrend H u m m e l  [4] eine ~/q-Seh/itzung al lein fiber das Verh/i l tnis  der  in 
e inem Mater ia l  fes tgeste l l ten H/~ufigkeit ausgesehlossener M/~nner zur  mi t t l e r en  
Ausschlugwahrschein] ichkei t  vo rn immt ,  b ie te t  der  hier  mi tge te i l te  Ansa tz  die 
MSgliehkeit  zur Seh/i tzung yon ~/q ffir s~imtliche Terzettypen in allen untersuch-  
ten  Sys temen,  aber  aueh deren Kombina t ionen .  Somi t  gewinnt  m a n  eine viel 
bre i tere  Grundlage  ffir die wfinsehenswerte [4] Prf ifung des Verhgltnisses  {/q, 
die den Ante i l  der  AusschluBkonste l la t ionen mi t  einbezieht .  Darf iber  h inaus  g ib t  
die S t reuung  yon q AufsehluB fiber die Anw e ndba rke i t  der  oben theore t i seh  
ausgearbe i te ten  Methode  auf  ein Gu taeh tenmate r i a l .  D a m i t  k a n n  je tz t  jeder  
Gu tach te r  die Rea l i sa t ion  der Ereignisse D V und  D V in seinem gegebenen 
Mater ia l  tes ten  und  d a m i t  feststel len,  ob eine Bereehnung der  Vaterschaf ts -  
p laus ib i l i tg t  nach dem Bayesschen Theorem in seinem Mater ia l  f iberhaupt  mSg- 
lich ist,  wobei  zu fiberlegen ware,  welehe Grenzen ffir die S t reuung von q zu- 
gelassen werden kSnnten.  
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